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2024학년도 연세대학교 수시모집 논술시험 문제 자연계열 (수학)

[문제 1] 좌표평면에서 오른쪽(축 양의 방향) 또는 위쪽(축 양의 방향)으로만 움직이며
좌표와 좌표가 모두 음이 아닌 정수로만 이루어진 점에서만 방향 전환을 하는 로봇이
있다. 다음 물음에 답하시오.

[문제 1-1] 로봇이 원점에서 오른쪽으로 출발하여 점  까지 움직일 때, 방향 전환을 정
확히 번 거쳐 갈 수 있는 경로의 수를 구하시오. 단, 원점에서는 방향 전환이 일어나지 않는
다고 가정한다. [5점] (답 :   )

sol) 오른쪽으로 이동하는 것을  , 위쪽으로 이동하는 것을 로 쓰자. 원점에서 오른쪽으로
출발하고 방향 전환을 정확히 번 하므로 가능한 경로는

 ⋯   ⋯   ⋯   ⋯   ⋯   ⋯  

의 형태이다. 이때 각 그룹에는 적어도 하나의   또는 가 있어야 하고, 과 의 총합은
각각 개이므로 답은

 H  
   C

    

이다. ■

[문제 1-2] 원점을 중심으로 하고 반지름이 인 원 모양 테두리를 설정하자. 로봇은 원점을
출발하여 테두리에 닿으면 멈춘다. 로봇이 멈출 때까지 움직인 거리의 최댓값을 구하시오.
단, 로봇은 한 점으로 간주한다. [10점] (답 :    )

sol) 로봇이 위치할 수 있는 격자점  를 생각하자. 이때  는 각각 음이 아닌 정수이다. 
로봇이 테두리에 닿아 멈추기 직전의 격자점에 있는 상태를 “직전 상태”라 정의하자. 직전 상
태에 도달한 후 로봇이 테두리에 닿아 멈출 때까지 추가적으로 이동할 수 있는 거리는 길어야 
이다. 또한 직전 상태에 이르기까지 로봇의 경로의 길이는 음이 아닌 정수이므로 직전 상태
에 이르기까지의 경로의 길이가 최대가 될 때 전체 경로의 길이도 최대가 된다. (직전 상태에 
이르기까지의 경로의 길이가 최대가 아니라면 이 경로는 최대 길이 경로보다 적어도   작고, 
이는 테두리까지 이동하는 경로로 메꿀 수 있는 차이가 아니기 때문이다.) 따라서    로 
놓고 의 최댓값을 구해보자.
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점  가 직전 상태에 있을 때 이 점은 원     의 내부에 있으므로     

이고,       이므로    이다. 한편  는 음이 아닌 정수이므로 산술기

하평균 부등식에 의해  ≤
 

 

 이고, 

 에서 ≤ 이다.

따라서 산술기하평균 부등식의 등호성립조건에 의해     일 때 등호가 성립하고, 점 
 에 도달한 직전 상태가 최대 길이 이동 경로가 된다. 또한     은 점
  을 지나므로 점  의 직전 상태에서 원의 테두리까지 이동하는 추가 경로
의 길이는       이다.

따라서 전체 경로의 길이는         이다. ■

[문제 2] 자연수 과 수열   에 대하여   이고, 과 은 모두 자연수이
다. 보다 큰 자연수 에 대하여 다음 세 조건이 성립한다.

(가) 의 모든 소인수는  이하이다.

(나) log ≤  ≤ log

(다) 은 
의 약수가 아니다.

다음 수열의 수렴 및 발산을 판정하고, 수렴하는 경우 수렴값을 구하시오.

[문제 2-1] 

ln   


ln   ln [5점] (답 : ln   로 수렴)

sol) 문제의 수열을 이라 하자.   이므로




ln   


ln   ln  


ln
    ln    ln

 

 


ln×× ⋯ × 

 ×   × ⋯ ×     


  



ln
   



  



ln

 

 

이다. 따라서 정적분의 정의에 의해

lim
→∞

  lim
→ ∞




  



ln

 

   




ln

 

 
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 




ln    ln     ln    
  ln   ln   

이다. ■

[문제 2-2] 
  [10점] (답 : 양의 무한대로 발산)

sol) 의 소인수 에 대하여 (가) 조건에 의해  ≤ 이므로 모든 는 의 약수이다. 이때  

이 가지는 의 개수를 라 하자. (단,  ≤  ≤ ) 즉, 
는 의 약수이지만 

 은 

의 약수가 아니다. 
  

은 각각 적어도 개의 를 인수로 가진다.

만약 모든 에 대하여 이 각각 개 이하의 를 소인수로 가진다면 은 
  

의 
약수가 되고, 이는 조건 (다)에 모순이다. 따라서 적당한 자연수 가 존재하여 은  

개 이상의 를 가진다. 편의상   로 놓자. 은   의 배수이므로  ≥ 
  이고,

소수인 는  이상이므로  ≥ 
   ≥ 

  이 성립한다.

한편 조건 (나)에 의해  ≥ 이므로

 ≥ 
   ≥ 

     × 
 
≥  ×  



이고, 은 적어도 하나의 를 소인수로 가지므로  ≥ 이다. 따라서

 ≥ 
 ,  



≥ 

이고 lim
→ ∞

  ∞이므로 수열 
 도 양의 무한대로 발산한다. ■

[문제 3]  부터 까지의 정수 중 을 제외한 정수 개가 주어져 있고, 이들을 두 개씩 
묶어 개의 순서쌍을 만든다. 쌍 중 임의의 순서쌍에 대하여 두 정수의 합을 확률변수 
로 정의할 때, 다음 물음에 답하시오.

[문제 3-1]   의 값을 구하고, 이 값이 순서쌍의 결정 방법과 관계 없이 일정함을
설명하시오. [5점] (답 :     )

sol) 쌍 중 한 순서쌍  를 선택할 확률은 
 로 일정하고, 이때 확률변수 의 값은 
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 이다. 즉, 각각의 확률변수 의 값을 라 하면

   


  







이고 각각의 는 집합       ⋯      ⋯  의 임의의 두 원소의 합이므
로 의 총합은 집합 의 원소의 총합과 같다. 이때 집합 의 원소의 총합은 대칭성에 의해 
이므로     이고, 순서쌍의 결정 방법과 관계 없이 들의 총합은 으로 일정하므로
  는 순서쌍의 결정 방법과 관계 없이 일정하다. (순서쌍의 결정 방법은 집합 의 원소들
을 더하는 순서를 바꿀 뿐이다.) ■

[문제 3-2]   의 값이 최대가 되도록 하는 순서쌍의 결정 방법을 설명하고, 이때의
  의 값을 구하시오. [10점] (답 : )

sol)                 이다. 우선 쌍이 다음과 같이 결정되어 있다고 
가정하자.

      ⋯    

이때  ≤  ≤ 에 대하여 와 들의 집합은 집합 와 동일하다.  ≤  ≤ 에 대하여 확률

변수 가 가지는 값 는  와 같고, 각각의 순서쌍을 선택할 확률은 
 로 동일하므로

   



   





 


이다. 한편 


 
에서 제곱된 항들만 추출하면   ⋯  과   ⋯  이 각각 한 

번씩 모두 등장하므로 이들의 합은 집합 의 모든 원소의 제곱의 합과 같고, 일정하다.

나머지 항인 


의 값이 최대가 되기 위해서는 와 의 부호가 같아야 하고, 더 나아가

 ×    ×    ×   ⋯ 와 같이 큰 수는 큰 수끼리, 작은 수는 작은 수끼리 곱할 
때 최대가 된다는 것을 유추해볼 수 있다.

다만 직관적인 접근만 설명한 후 답을 적으면 감점될 여지가 있으며, 위 상황이 최대가 된다
는 것을 엄밀하게 증명해야할 것으로 생각된다. 숫자가 음수인 경우 양수인 경우와 완벽하게 
똑같은 상황이므로 부터 까지의 수 개에 대해서만 증명해보자.  ≤ ≤ 에 대하여 
  ,    이라 놓자.

   ×    ×   ⋯   ×       ⋯  
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이라 하자.  ≤   ≤ 인 자연수  에 대하여 에서  를  로 바꾼 
합을 라 하자. 이때                         이므로 의 
합 중 임의의 두 항을 바꿀 경우 합이 작아진다. 따라서 의 경우가 최댓값이라고 할 수 있
다. 이는 재배열 부등식으로 잘 알려져 있는 절대 부등식이며, 그리디(욕심쟁이) 알고리즘과도 
관련이 있다.

따라서   는

     × 
        ⋯      



  



   

이다. ■
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[문제 4] 좌표평면 위의 네 점 P    P    P    P    과 네 벡터
    

    
    

   이 주어져 있다. 이때

OQ  
OP   

  (     ,  ≥ )

를 만족시키는 점 Q 가 그리는 자취를 반직선 라 정의하자. 또한, 다음 두 조건에 따라 새로
운 반직선을 생성해나간다.

(가) 반직선 와 의 교점을 P라 할 때, 양의 실수 에 대하여 OR  OP    

또는 OS  OP    를 만족하는 점 R S가 그리는 자취에 해당하는 반직선을 새로 
그린다.

(나) 새로 생성된 반직선들에 대해서도 (가)의 조건을 그대로 적용한다.

위 그림은 점 P  P  P  P   및 새로 생성된 반직선 몇 개를 그린 것이다.
다음 물음에 답하시오.

[문제 4-1] 두 반직선  가 주어져 있을 때, 새로 생성된 반직선들이 점 A 를 지나도
록 하는 양의 실수 가 존재하는지 판단하시오. 존재하는 경우 의 값을 구하고, 존재하지
않는 경우 그 이유를 서술하시오. [5점] (답 : 존재하지 않음)

sol) 반직선   위의 점은 양의 실수 에 대하여           로 표현되고,
반직선   위의 점은 양의 실수 에 대하여            로 표현되므로
이들의 교점은   ,   일 때 점  임을 알 수 있다.
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 
     ,        이므로 (가) 조건에 의해 그려진 새로운 반직선 

위에 있는 점들은 양의 실수  에 대하여 각각 다음과 같이 표현된다.

             ,                

이때 이들 반직선 위에 점 A 가 있기 위해서는 각각   ,    이어야 하고,

는 양의 실수이므로 후자는 불가능하다. 또한, 전자의 경우    에서    
 이므로 

가 양의 실수임에 모순이다. 따라서 이러한 양의 실수 는 존재하지 않는다. ■

[문제 4-2] 네 반직선    가 주어져 있을 때, 새로 생성된 반직선들이 점 A 를 
지나도록 하는 양의 실수 가 존재하는지 판단하시오. 존재하는 경우 의 값을 구하고, 존재
하지 않는 경우 그 이유를 서술하시오. [10점] (답 : 존재하지 않음)

sol) 아래 그림에서 사각형 ZZZZ의 내부를 영역 라 하자.

반직선    와 새로 생성된 반직선을 모두 포함하여 점 T에서 서로 만나는 임의의 두 
반직선  가 주어져 있을 때, (가)에 의해 생성되는 새로운 반직선들은 점 T에서 시작하는 
반직선  의 일부로 둘러싸인 영역만을 지날 수 있다. 따라서, 이러한 영역과 의 교집합이 
공집합임이 주어져 있다면 새롭게 생성되는 반직선들은 절대로 의 내부를 지날 수 없고,
따라서 점 A도 지날 수 없다.

서로 만나는 두 반직선에 대하여 두 반직선의 교점에서 시작하는 각각의 반직선의 일부로 막
힌 영역을   라 하자. (더 엄밀히 정의하면, 반직선 의 방향벡터를 라 쓸 때, 두 반직

선의 교점에서 시작하는 각각의 반직선의 일부로 구분되는 영역 중   의 끝점을 포함하는 
영역을   라 하자.)
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한편, 점 Z ( ≤  ≤ )에서 시작하는 모든 반직선  에 대하여 각각의   는 모두
와의 교집합이 공집합이다. [문제 4-1]에서   와 의 교집합이 공집함임을 수식적으
로 보였으며, 나머지 반직선    의 가능한 모든 조합에 대해서도 동일한 논리가 성립
한다는 것을 알 수 있다. 또는 그림으로도  ∈   , ≠ 에 대하여
  ∩  ∅임을 확인할 수 있다.

따라서 앞선 논리에 의해 반직선    에 의해 생성되는 모든 반직선들은   의
영역만 지날 수 있고,   ∩  ∅이므로 귀납적으로 반직선    에 의해 생성되
는 모든 반직선들은 를 통과할 수 없다는 것을 알 수 있다. 따라서 이러한 양의 실수 는 
존재하지 않는다. ■
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