
≤ ≤ 인 상수 와  이하의 자연수 에 대하여  에서 정의된 함수  cos가 

다음 조건을 만족한다.

방정식  tan의 모든 실근을 작은 수부터 크기순으로 나열한 것은 등차수열을 이룬다.

가능한 모든 의 값의 합을 구하시오.



방정식  tan의 모든 실근에 대해서 고려해보자. 우선적으로, tan  인 들은 모두

포함된다.  인 들은 모두 포함될까? 이때  인 에서 tan가 정의되지 않는다면

방정식의 실근이 될 수 없음을 인지하자. 즉, cos  일 때 tan가 정의가 되지 않음을 유의하자!

이때 ‘방정식  의 실근의 집합’  ‘방정식 cos  의 실근의 집합’에서 차집합을 교집합을

이용하여 나타내면 ‘방정식  의 실근의 집합’ ∩ ‘방정식 cos  의 실근의 집합’이다.

즉, 방정식  tan의 모든 실근의 집합을 집합의 연산기호를 통해 나타내면 다음과 같다.

(  ∩cos  )∪tan  

집합의 연산에서 분배법칙이 성립하므로 이는 다음과 같이 표현할 수 있다.

(  ∪tan  )∩(cos  ∪tan  )

이 때 방정식 tan  의 실근의 집합은 tan의 정의역의 부분집합이므로 

cos  ∪tan  cos  이다. ∴ ( ∪tan  )∩cos  

조건을 만족하는지 여부를 따질 때 집합  ∩cos  에 대해서 고려하는 것보다 

집합  ∪tan  )에 대해서 고려하는 것이 쉬울 것이므로 연산법칙을 사용했다.

구간  에서 방정식 tan  의 실근의 집합은 

 


이다. 구간 역시 집합이고

 


 


에서 cos  이므로 구간  에서 tan가 정의가 될 때는 

 

 


  ∩


 





 ∩∞ 

∪


 


∪


 ∞이다.

즉 세 구간 

 


, 


 


, 


 




의  합집합과 방정식  의 실근의 집합의 교집합

을 라 할 때 방정식  tan의 실근의 집합을 라 하면 ∪

 


이다. 방정식 



 cos  의 실근을 관찰할 때 곡선   cos와 직선  의 교점을 관찰하는 것이

쉬운 방향의 접근일 것이므로,   일 때 구간   에서 곡선   cos는 다음과 같다.

 일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근은 오직 뿐이며 이때 세 수 




  


는 등차수열을 이루지 않는다.




  일 때 구간 






 






에서 방정식  의 실근의 개수는 이며 두 실근의 등차

중항은 이다. 따라서 두 실근과 

가 등차수열을 이룰 때 두 실근은 


와 


이다. 이때,




 





 


는 cos


  


 에서 방정식  의 실근이 아니므로

성립하지 않는다.



 일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근은  


 


이므로 집합 의

원소는 

 


 


이므로 등차수열을 이룬다. 즉, 


   일 때 조건을 만족한다.




 

 일 때 간 





 






에서 방정식  의 실근의 개수는 이며 그 실근은




보다 작다. 


와 


의 등차중항은 


이므로 등차수열을 이루지 않는다.



≤ 

 일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근은 존재하지 않는다.

따라서 방정식  tan의 모든 실근이 주어진 조건을 만족한다면 공차는 이다.




 이고 


 에서 구간  에서 방정식  의 실근은 존재하지 않는다.

즉,   일 때 주어진 조건을 만족하는 는 구간 



 

 


에서 존재하지 않는다.

∴ 
 이고   일 때 주어진 조건을 만족한다.

  일 때 구간   에서 곡선   cos는 다음과 같다.

 일 때 구간   에서 방정식  의 실근은   

 


이므로 방정식  tan

의 실근은  

 


 


 


이므로 등차수열을 이루지 않는다.

   일 때 구간 





 






에서 방정식  은 오직 구간 


 


에서만 두 실근을

가진다. 이때 등차는 반드시 

보다 작으므로 


와 두 실근, 그리고 


는 등차수열을 이루지 

않는다.

 일 때 방정식  tan의 실근은  

 


 


 


이므로 등차수열을 이룬다.

  일 때 구간 





 






에서 방정식  은 오직 구간 


 


에서만 두 실근을



가진다. 이때 등차는 반드시 

보다 작으므로 


와 두 실근, 그리고 


는 등차수열을 이루지 

않는다.

일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근은 오직 뿐이며 이때 세 수




  


는 등차수열을 이루지 않는다.

∴  이고   일 때 주어진 조건을 만족한다.

  일 때 구간   에서 곡선   cos는 다음과 같다.

  이고 일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근은  


 이므로 방정식

 tan의 실근은   

 


  


이다. 따라서 주어진 조건을 만족하지 않는다.




  일 때 구간 






 






에서 방정식  의 실근의 네 실근은 등차수열을

이루지 않는다. 따라서 주어진 조건을 만족하지 않는다.




 

 일 때 구간 





 






에서 방정식  은 세 실근을 가진다. 오직  일

때 방정식  의 세 실근  

 


 


이 등차수열을 이룬다. 이때 


 


는 이 

등차수열의 항이 될 수 없으므로 주어진 조건을 만족하지 않는다.



≤ ≤

 일 때 구간 





 






에서 방정식  은 구간 






 






에서 두 실근만을 

가진다. ∵






  이때 




 


이고 


 


 


이므로 등차수열을 

이루지 않는다. 

≤ ≤

 일 때 역시 조건을 만족하지 않으므로   일 때 주어진 조건을 만족하지 않는다.

  일 때 구간   에서 곡선   cos는 다음과 같다.

  이고  일 때 방정식  tan의 실근은 

 


 


 


로 등차수열을 이룬다.

즉,  이고   일 때 주어진 조건을 만족한다.

  일 때 구간 





 






에서 방정식  의 실근의 개수는 이며 오직  일 때

네 실근이 등차수열을 이룬다.  일 때 네 실근은  

 


 


 


이다. 하지만




 


 


 


 


 


가 등차수열을 이루지 않으므로 주어진 조건을 만족하지 않는다.

일 때 구간 





 






에서 방정식  은 두 실근  


 만을 가진다.

이때 

 


  


는 등차수열을 이루지 않으므로 주어진 조건을 만족하지 않는다.



≥ 인 케이스에 대해서 천천히 관찰해보자.

  이 아닐 때 방정식  의 모든 실근은 등차수열을 이루지 않는다. 즉, 주어진

조건을 만족하는 는   일 때 반드시   이다. 이때, 

 


가 그 등차수열의 항이

되려면 




이다. 즉, 가 짝수일 때   ′이라 한다면 


cos

 ′
 에서

 ′  또한 자연수이므로   중 하나의 값을 가지게 된다.

이 때, 등차수열의 항이 

 


를 포함하는 경우는 제외해야한다. (tan가 정의되지 않으므로

등차수열의 항 중에서 

 


가 포함이 되는 경우, 


 


를 빼게 될 때 등차수열이 되지

않기 때문이다.)  일 때 공차는 의 주기의 절반이 되므로 

이고,  또는  일 때 

공차는 의 주기가 되므로 

이다. 





에서 


가 


의 정수배라면 는 4의 

배수이며, 이때 

cos


  ±≠이므로  과 모순된다. 


가 


의 정수배라면

는 8의 배수이며, 이때 

cos


    이므로 이고 가 8의 배수일 때

등차수열을 이루지 않음을 확인할 수 있다. 즉, 가능한 는     으로 정답은 이다.


