
함수 가 실수 전체의 집합에서 연속이므로 조건 (나)에서 함수




  의 도함수 

   또한 실수 전체의 집합에서 연속이다. 즉, 함수 




  는 실수 전체의

집합에서 미분가능하다. (공통과목 문제에서 ‘함수가 미분가능하다.’와 ‘도함수가 연속이다.’를

같다고 생각하자!) 따라서 조건 (나)에 따라 함수  또한 실수 전체의 집합에서 미분가능하다.

 ≥ 에서 ≤ 이며 




    이고  ′   이므로  ′ 

이다. 함수 가   에서 미분가능하고 조건 (가)에서  ′       이므로

  이다. 따라서 식       의 양변을 제곱하면 

     이며, 양변의 최고차항의 계수를 비교하면  이고

일차항의 계수를 비교하면   이다. 즉,   

  또는   이다.

  일 때  에서 앞서 구한  ′ 에 모순이므로   

 이다.

이차함수  


 가   에서 원점을 지나므로   이고   에서   이다.

이때 ≤ 이고   ≥ 에서 함수  ′≥ 이므로  ≥ 에서  이다.

∴




 


    

 에서      이므로   이다.



실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 는 다음 조건을 만족한다.

(가)  ′ 

(나) 방정식 




 는 오직 서로 다른 두 실근  만을 가지며   이다.

의 값을 구하시오. (단, 와 는 상수이다.)



조건 (가)를 분석하기 위해 단순화하여 가 다항함수라 가정하자.

수학에서 복잡한 문제를 해결하기 위해 단순화하여 시작하는 것이 자주 사용되는 접근법이었음을,

가령 실수 의 제곱근에서 가 갖추어야할 조건을 이 자연수일 때에서 출발하여 각각 이

정수, 유리수, 실수일 때로 넘어갔음을 통해 기억하자. 가 상수함수가 아니라면 가 차

함수라 할 때 좌변은  차함수이며 우변은 
 차함수이므로    

 에서   이다.

   라 할 때,        이고 양변의 최고차항의 

계수를 비교하여 각각   에서    또는   이며   일 때  이고   일 때

  , 즉   

 


이다. 이렇게 큰 틀을 잡고 본격적으로 조건 (가)를 분석해보자.

≠ 일 때, 양변에  를 나눌 수 있으므로 


 ′
  ′  에서

     이다. 한편,  일 때 또한  ′ 에서 조건 (가)가 성립함을

확인할 수 있다.  의 미분이 선택과목에서 미적분을 고르지 않은 학생이 풀 수 없지 않느냐

할 수 있지만,   라 할 때,  의 도함수가  ′  ′이므로

식  ′  에서  ′ 이다. 따라서   이거나  ′ 에서   또는

 이 성립함을 확인할 수 있다.

“모든 실수 에 대하여  ” 이거나 “모든 실수 에 대하여  ”은 아닐 수 있다!

즉, 한 번 더 가 다항함수라 가정하고 조건 (나)를 분석하자.  일 때 식 




 

이 항등식이 되므로 주어진 조건을 만족하지 않는다.  일 때, 




 에서



방정식 


  


   이 오직 두 실근만을 가지므로 두 곡선   


  


 과

  이 접할 때, 즉   에서    또는   이다.

  일 때 식 


  


   이 성립해야하므로   이고, 방정식 


  이

두 실근   과   을 가지지만 두 실근의 합이 이므로 조건 (나)를 만족하지 않는다.

  일 때 식 


  


   이 성립해야하므로 


 


   에서    이고,

방정식 

   
 


   은    라 할 때 


   


 


   

에서 두 실근      와     을 가지지만 두 실근의 합이    이므로 조건 (나)를

만족하지 않는다. (  에서 


   

 이  을 인수로 가짐을 유추한 이후, 상수항을

각각 비교하여 다른 인수가  임을 찾음으로써 계산을 줄일 수 있다. 물론    와 같이

치환을 하여 식을 단순화한 것 역시 중요하다. 수능은 ‘시간 안에’ 푸는 게 중요함을 잊지 말자.)

따라서 는 ‘구간에 따라’  이거나   이고, 가 실수 전체의 집합에서

연속이므로 는 두 상수  에 대하여 다음과 같이 세 경우로 나눌 수 있다.

    ≤ 

   
,     ≤ 

   
,  











   ≤ 

     

   ≥ 

방정식 


  


   이   에서 서로 다른 두 실근을 갖고   에서 한 근을

가질 것이라 가정할 때,   에서 갖는 근을   라 하자. 이때 의 경우에서 서로 다른 두

실근을 가질 수 있다. (다음 쪽의 그래프를 통해 이를 확인하자.)  ≥ 에서 사이값 정리에

의하여    이다. (함수   


  


  이   에서 부호변화가 생김을



관찰하자.) 이 때 두 곡선   


  


 와    의 그래프는 다음과 같다.

앞서 계산한 결과를 바탕으로  


   

 일 때, 즉    일 때 방정식




  


   이   에서 서로 다른 두 실근을 갖고   에서 한 근을 가진다.

  에서 삼차방정식 


   


   의 세 실근의 합은 근과 계수의 관계에 따라

 이다. 조건 (나)에서   이므로      ≠ 이므로

(∵       ) 조건 (나)를 만족하지 않는다.

의 경우  ≤ 일 때 는 감소함수이며 




는 증가함수이므로 방정식 






의  ≤ 에서 실근의 개수는  또는 이다. 또한   에서 와 




는 상수함수이므로

조건 (나)를 만족하지 않는다. 그러므로 에서 











  ≤ 

     

  ≥ 
이다.




 

 

 이고 




는 원점  을 지나므로 


 






   
에서    

이다. 따라서 두 함수   와  




의 그래프의 개형은 다음과 같다.



조건 (나)와 


   


 


   에서         

이므로      이다. ∴               
 

상당히 어려운 문제이지만 많은 개념을 압축하여 집어넣은 ‘킬러’이므로 큰 흐름을 다시 읽어보자.

식  ′  에서 ≠ 일 때, 


 ′
  ′  에서     

이다. 한편,  일 때 또한 조건 (가)가 성립했다.

가 미분가능하므로 는 다항함수이거나 (상수함수 또는 이차함수)

    ≤ 

   
,     ≤ 

   
,  











   ≤ 

     

   ≥ 

의 경우일 것이다. 가 상수함수인 경우 조건 (나)의 식이 항등식이 되어 만족하지 않았다.

가 이차함수인 경우 조건 (나)의 방정식의 실근의 개수가 일 때 가능한 그래프의 개형이 두

개 나왔으나 두 실근의 합이 각각 과    가 되어 조건 (나)를 만족하지 않았다.

의 경우 사이값 정리와 근과 계수의 관계를 통하여 조건 (나)를 만족할 수 없음을 보였다.

의 경우 증가와 감소함수의 특징을 이용하여 조건 (나)의 방정식의 실근의 개수가 가 될 수

없음을 보였다. 그러므로 에서 이전의 계산 결과들을 통해 정답을 도출할 수 있었다.


